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Приведены результаты исследований по интегра-
ции интеллектуальных методов и технологий для
синтеза модели зависимости брака керамических из-
делий от физико-химических свойств керамической
суспензии. Проведен анализ адекватности синтезиро-
ванной модели и возможности ее применения в сис-

темах поддержки принятия управленческих решений
в АСУТП керамического производства.
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The article describes the results of the research on in-
tellectual methods and techniques integration for synthe-
sis of dependency model of ceramic products’ defects 
from physical and chemical properties of ceramic sus-
pension. Adequacy analysis of the synthesized model and 
study of its implementation in Decision Support Systems 
in Process Control Systems of ceramic production was 
also carried out.
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IDENTIFICATION AND PREDICTION OF STOCHASTIC NATURAL 
PROCESSES BY TEMPORAL REALIZATIONS 

Розроблено модифіковану методику ідентифікації складних природних процесів за часовими реалізаціями, що
включає визначення режиму роботи породжуючої системи та його характеристик, синтез математичної моделі. На
прикладі прогнозування витрат річок Дніпра, Неману та Сіверського Донця показана ефективність цієї методики.

Ключові слова: ідентифікація, прогнозування, стохастичний процес, часова реалізація, нелінійна система

Вступ. Такі природні процеси, як розливи річок
під час повені і паводків викликають руйнування бу-
дівель, пошкодження гідротехнічних і дорожніх спо-
руд, загибель посівів і лісів, а також приводять до
людських жертв.

Тому розробка ефективних методів аналізу й про-
гнозу стоків річок є актуальною.

Постановка завдання. Природні процеси харак-
теризуються нестаціонарністю, стохастичністю й не-
лінійністю (включаючи хаотичну динаміку й фракта-
льну розмірність).  

Ідентифікація процесу, як динамічної системи,
полягає в одержанні за експериментальними даними
його математичної моделі.

Динамічна система зображується векторним рів-
нянням стану [1, 2] 

),(xx , (1) 

де – нелінійна функція розмірності d ; x і
 – вектори координат і параметрів системи.
Процес у вигляді потоку (1) може бути також

представлений дискретним відображенням Пуанкаре

}],[{]1[ kxkx  ; ]}[],...,[{][ 11 kxkxkx d , (2) 

де k  – такт часу Tkt ; T – період дискретизації.
Залежно від значень параметрів порядку сис-

теми (1) – (2) мають чотири стійких рішення: стан рі-
вноваги, коли після перехідного процесу система до-
сягає стаціонарного стану; періодичне й квазіперіо-
дичне рішення, а також хаос. Цим типам рішень від-
повідають атрактори системи у вигляді стійкої рівно-
ваги, граничного циклу, квазіперіодичного атрактора
й хаотичного (дивного) атрактора.

Відмінною рисою останнього є його чутливість до
початкових умов і дробова розмірність – фракталь-
ність (властивість самоподоби на різних масштабах). 

Оскільки параметри порядку безпосередньо не
спостерігаються, то актуальною є ідентифікація ре-
жимів і характеристик природних процесів за експе-
риментальними часовими реалізаціями.

Ідентифікація таких складних процесів традицій-
ними способами вимагає великих витрат на експери-
ментальні дослідження. Методи ж нелінійної динамі-
ки дозволяють з єдиних позицій визначати (класифі-
кувати) й досліджувати природні процеси за окреми-
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ми часовими реалізаціями із синтезом їх адекватних
моделей. При цьому для зниження витрат доцільно
використовувати методи систем штучного інтелекту,
зокрема, нейронні мережі та системи нечіткої логіки,
що легко навчаються і є універсальними й ефектив-
ними апроксиматорами [3]. 

Крім того, відомі методи (наприклад, [4]), орієн-
товані на ідентифікацію об’єктів керування з метою
їх автоматичного керування, що вимагає корегування
цих методів при розв’язанні задач прогнозування
природних процесів.

Таким чином, невирішеною задачею є розробка
маловитратних і ефективних методів ідентифікації та
прогнозування стохастичних природних процесів.

Мета статті. Розробка модифікованої методики
ідентифікації складних природних процесів за часовими
реалізаціями, що включає визначення режиму роботи
породжуючої системи, його характеристик і синтез
математичної моделі, а також оцінку ефективності
прогнозування процесів за цією методикою.

Методика ідентифікації складних природних про-
цесів за часовими реалізаціями включає наступні етапи.

1. Визначення режиму функціонування системи:
– якісний аналіз вигляду часового сигналу, його

спектра, кореляційної функції і часо-частотного
перетворення;

– побудова фазового портрета атрактора по
дискретному відображенню часової реалізації;

– обчислення кореляційної ентропії CK ;
– обчислення показника Херста H .
2. Визначення розмірності (порядку) системи:
– обчислення кореляційного інтервалу передбачува-

ності (глибини прогнозу) процесу CT ;
– обчислення кореляційної розмірності атрактора CD ;
– визначення розмірності вкладення атрактора d

(розмірності фазового простору) системи.
3. Реконструкція моделі режиму системи:
– вибір базисних функцій  (структури); 
– визначення параметрів моделі.
Експериментальні реалізації містять інформацію

про породжуючі системи.
Для періодичних рухів спектр сигналу містить

дискретні лінії, тоді як хаос через аперіодичність зо-
бражається смугою на низьких частотах.

Кореляційна функція для регулярних рухів пос-
тійна чи осцилює, а в хаотичному режимі експонен-
ційно спадає. Крім того, якісними ознаками
хаотичності руху системи є самоподібна структура
його часо-частотного (вейвлет) перетворення.

Найважливішою характеристикою руху у фазово-
му просторі довільної розмірності є ентропія Колмо-
горова K , що описує динамічне поводження на ат-
ракторі [1, 2]. Ентропія K пропорційна швидкості
втрати інформації про стан динамічної системи з ча-
сом і показує наскільки динамічна система хаотична:
K -ентропія дорівнює нулю для регулярного руху,
нескінченна для випадкових систем, позитивна й об-
межена для систем з детермінованим хаосом.

Крім того, K -ентропія дозволяє визначити сере-
дній час, на який можна передбачити стан системи з
динамічним хаосом. Точне прогнозування стану цієї
системи можливе тільки на інтервалі часу dT , тако-

му, що 1dKTe  [2], відкіля

1ln1
K

Td , (3) 

де  – розмір осередку фазового простору.
Оцінкою (знизу) колмогорівської ентропії K є коре-

ляційна ентропія KKC , тоді оцінка (зверху) інтервалу
передбачуваності виконується аналогічно виразу (3) 

d
C

C T
K

T 1ln1 .

За часи, більші CT , можливе тільки статистичне
прогнозування, інтервал (глибина) якого залежить від
кореляційної функції процесу [5]. 

Більшість природних процесів, включаючи річко-
ві стоки, температуру, опади, сонячні плями, є „змі-
щеними випадковими блуканнями“ – трендами з шу-
мом [2, 5]. Відношення тренда (детермінованого
чинника) до рівня шуму (випадкового чинника) хара-
ктеризує показник Херста H  [2]. Його визначення
дозволяє класифікувати часові ряди, відрізняючи ви-
падковий ряд від невипадкового.

Відстань між найближчими точками атрактора до
і після біфуркацій знаходиться в універсальному від-
ношенні. Самоподоба такого явища описується за
допомогою фрактальної розмірності, чисельне визна-
чення якої виконується за допомогою кореляційної
розмірності CD  [1, 2].  

Розмірність фазового простору d визначається за
залежністю )(dDC , для якої CD перестає змінювати-
ся, що є мінімальною розмірністю вкладення атрак-
тора, тобто найменша ціла розмірність фазового про-
стору, що містить весь атрактор.

Разом з тим, із теореми про вкладення [2] випли-
ває, що оцінка розмірності фазового простору d ви-
значається через оцінку розмірності атрактора CD
реальної динамічної системи (формула Мане)

12 CDd . (4) 

Реконструкція моделі динамічної системи на осно-
ві аналізу часових реалізацій полягає у виборі базис-
них функцій (структури) і їх коефіцієнтів (параметрів)
моделі, а також визначенні значень параметрів моделі,
оптимальним чином відповідних часовій реалізації.

Для розв’язання задачі реконструкції моделі (1), 
(2) формується d -мірне відображення виду

},...,,{ ,,2,111,1 idiii xxxx ;
…………………… 

},...,,{ ,,2,11, idiidid xxxx ,
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де ijx ,  – координати вектора стану, розглянуті в

моменти часу Ti ; dj ,1 ; 1, Ndi .
Далі еволюційні функції }{ ij x відображаються

у вигляді розкладання по деякому базисі із шуканими
коефіцієнтами (параметрами) .

Традиційно для апроксимації функцій використо-
вуються поліноми Лежандра чи інші. Коефіцієнти
цих поліномів утворюють невідомі параметри ,
значення яких обираються так, щоб щонайкраще від-
повідати часовим реалізаціям, що спостерігаються,
наприклад, за критерієм мінімуму похибки

min}{
1

1 2
1,

2
d

j

N

di
ijijx xxE . (5) 

Більш продуктивним для апроксимації функцій
}{ ij x є використання нейронних мереж чи гібридних

нейронних мереж з нечіткою логікою, що є універсаль-
ними й ефективними апроксиматорами. Їх параметрами

є ваги нейронів, а також коефіцієнти їх функцій акти-
вації і належності (для гібридних мереж). Навчання ме-
реж здійснюється, наприклад, методом зворотного поши-
рення похибки і полягає у визначенні значень параметрів

, що оптимальним чином (відповідно до критерію (5)) 
відповідають часовим реалізаціям,що спостерігаються.
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Рис. 1. Кореляційні функції та вейвлет перетворення витрат води Сіверського Донця (а, б), Дніпра (в, г)таНеману (д, е)
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Прогнозування стохастичних природних проце-
сів виконувалось відповідно до запропонованої мето-
дики за допомогою розроблених програм у середо-
вищі Matlab. 

Розглядалось прогнозування витрат річок за їх ек-
спериментальними часовими реалізаціями на прик-
ладі Сіверського Донця, Дніпра та Неману [5]. При
цьому інтервал дискретизації витрат для Сіверського
Донця складав 1T місяць, а для Дніпра та Нема-
ну – 1T рік.

Кореляційні функції та вейвлет перетворення ча-
сових реалізацій витрат річок наведені на рис. 1.  

За їх виглядом для Сіверського Донця можна ска-
зати про регулярність породжуючого процесу, оскіль-
ки його кореляційна функція і вейвлет перетворення
мають періодичний вигляд, характерний для полігар-
монійного авторегресійного процесу (рис. 1, а і 1, б)

Для Дніпра і Неману породжуючі процеси нере-
гулярні, оскільки їх кореляційні функції мають вид
авторегресійного процесу (рис. 1, в і 1, д), а їх вейв-
лет перетворення мають самоподібний (фрактальний)
характер (гілляста структура на рис. 1, г і 1, е зберіга-
ється на різних масштабах). 

Побудова фазового портрету витрат води Сіверсько-
го Донця дозволила знайти зворотню періодичність ру-
ху породжуючої системи терміном у 6 місяців.

Для Дніпра і Неману фазові портрети витрат води
при розмірності 3d не мають закономірностей ру-
ху, що може бути викликано або великим рівнем шу-
му, або перебуванням породжуючих процесів у не-
сталих режимах, або розмірність їх фазового просто-
ру більше 3.  

При дослідженні витрат води Сіверського Донця
значення показника Херста, обчислені за допомогою
програми Fractan [6], склало 5,01518,05307,01H .
Це персистентна реалізація, для якої найбільш ймовір-
ним є збереження тенденції розвитку в майбутньому.

Розрахунки показника Херста H для Дніпра і
Неману показали, що їх витрати води є ергодичними
часовими рядами, оскільки 1067,02197,02H і

1244,03668,03H , тобто 5,0H . Такі часові реа-
лізації мінливі і складаються з частих реверсів спад-
підйом.

Виконані розрахунки також визначили значення
кореляційних ентропії і розмірності атракторів часо-
вих реалізацій витрат води: Сіверського Донця – 

4,01CK і 922,21CD , Дніпра – 43,02CK і
08,32CD та Неману – 304,03CK і 178,33CD .

При цьому інтервали їх точної передбачуваності
склали 02,41CT , 74,32CT і 29,53CT такту
(тривалістю T ). 

Для визначення розмірності фазового простору d
за виразом (4) обчислювалась їх оцінка зверху:

84,61d , 16,72d і 4,73d , а для оцінки значення d
знизу будувались залежності )(dDC . Таким чином ви-
значено, що 73 1d , 74 2d і 75 3d .

Для реконструкції моделей сигналів використову-
вали адаптивну нейронну систему нечіткого виснов-
ку з дзвіноподібною функцією належності [3]. На її
вхід подавали відповідні часові реалізації зі своїми
розмірностями d  (глибиною пам’яті 1d ). Реаліза-
ції розбивалися на навчальну і перевірочну послідов-
ності нарівно, а прогноз виконувався глибиною до 10 
тактів. Як показник ефективності прогнозування ви-
користовували відносну середньоквадратичну похи-
бку (рис. 2).  

З аналізу отриманих результатів виходить, що по-
хибка прогнозування витрат води Сіверського Донця
після 6-го такту складає більше 10%, а для Дніпра та
Неману – менше 8% при глибині прогнозу до 10 так-
тів. При цьому для інтервалів передбачуваності CT
похибка менше 2% для цих річок (для порівняння, ві-
дносна похибка прогнозування лінійними фільтрами
складає більше 20%). 

Статистична перевірка показала, що запропоно-
ване прогнозування адекватне з імовірністю 0,01 роз-
глянутим часовим реалізаціям при глибині прогнозу
до 6–10 тактів.

Рис. 2. Залежність відносної похибки від глибини
прогнозу

Висновки. Розроблено модифіковану методику
ідентифікації стохастичних природних процесів за
часовими реалізаціями, що дозволяє визначати ре-
жим функціонування динамічної системи, її розмір-
ність та реконструювати її модель з підвищеною точ-
ністю.

Ефективність запропонованої методики оцінена
для часових реалізацій витрат води річок. Визначено,
що реалізація цієї методики забезпечує зниження по-
хибки прогнозування до 10% при глибині прогнозу в
6–10 тактів.

Подальші дослідження мають бути спрямовані на
розробку методів оптимізації вибору базисних функ-
цій моделей (структурно-параметричної ідентифіка-
ції) породжуючих природних процесів.

Глибина прогнозу, такт
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Разработана модифицированная методика иденти-
фикации сложных природных процессов по временным
реализациям, которая включает определение режима

работы порождающей системы и его характеристик,
синтез математической модели. На примере прогно-
зирования расходов рек Днепра, Немана и Северско-
го Донца показана эффективность этой методики.

Ключевые слова: идентификация, прогнозирова-
ние, стохастический процесс, часовая реализация,
нелинейная система

It has been designed the modified methodology for 
identification of stochastic natural processes on temporal 
realizations, which includes determination of the mode of 
operation of the originative system, its descriptions and 
synthesis of mathematical model. The efficiency of this 
method is shown on the example of prediction of flow of 
the rivers Dniper, Neman and Siverskyi Donets. 

Keywords: identification, prediction, stochastic 
process, temporal realization, nonlinear system

Рекомендовано до публікації д.т.н. Г.В. Кузнецовим.
Дата надходження рукопису 15.09.10 

УДК 681.3 © Рузова Т.А., 2010

Т.А. Рузова

УСОВЕРШЕНСТВОВАНИЕАЛГОРИТМА ГРЭХЕМАДЛЯПОСТРОЕНИЯ
ВЫПУКЛЫХОБОЛОЧЕКОБЪЕКТОВ РАСТРОВОЙ ГРАФИКИ

T.A. Ruzova 

GRAHAM ALGORITHM DEVELOPMENT FOR CONSTRUCTING 
CONVEX HULLS OF BITMAPPED OBJECTS 

Проведен анализ проблем, возникающих при использовании алгоритма Грэхема для построения выпуклых обо-
лочек к объектам растровой графики. Предложено усовершенствование алгоритма для построения выпуклых оболо-
чек объектов с целочисленными координатами. Модификация алгоритма позволяет избежать погрешностей, связан-
ных с дискретным представлением контура, при построении оболочек объектов сложной конфигурации. Предло-
женный подход может быть использован при разработке компьютерных систем для решения широкого круга задач.

Ключевые слова: алгоритм Грэхема, выпуклая оболочка, растровое изображение, граница объекта, по-
лярный угол

Введение. Понятие выпуклой оболочки широко ис-
пользуется при решении различных задач вычисли-
тельной геометрии [1, 2]. Таких, на первый взгляд, да-
леких от нее как задача о максимумах множества точек,
а также для широкого круга задач статистики. Если
многомерные статистические данные рассматривать как
точки в евклидовом пространстве, то многие статисти-
ческие задачи (такие как задача о робастном оценива-
нии, монотонной регрессии и др.) можно рассматривать
с точки зрения вычислительной геометрии. Во многих
задачах построение выпуклой оболочки является опре-
деляющим моментом. Выпуклые оболочки находят
применение и в задачах распознавания образов. Один
из часто используемых способов описания формы объ-
екта основан на построении его выпуклой оболочки и
определении дефицита выпуклости [3, 4]. Понятие де-
фицита выпуклости используется также при построе-
нии деревьев вогнутости, в задачах о восстановлении

формы объектов на изображении [5]. Выпуклые обо-
лочки применяются также для сегментации агрегиро-
ванных объектов [6]. Построение выпуклых оболочек
является существенным этапом решения задач компо-
новки и раскроя материалов [7]. Поэтому методам по-
строения выпуклых оболочек посвящено большое чис-
ло публикаций [1, 8–12]. К числу наиболее известных
относят алгоритмы Грэхема, Джарвиса, Чена.

Постановка задачи. Алгоритм Грэхема [11] является
одним из наиболее простых и позволяет построить вы-
пуклую оболочку N точек на плоскости за время О(N log 
N) при памяти О(N) с использованием только арифмети-
ческих операций и сравнений [1]. Однако, применение
этого алгоритма в дискретных системах, к которым от-
носятся изображения растровой графики, сопряжено с
рядом проблем, связанных с использованием полярных
координат. При переходе из непрерывного пространства
вещественных чисел к дискретным координатам объек-




